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Il metodo della linearizzazione 1 

IL SISTEMA LINEARIZZATO E LA MATRICE JACOBIANA 

Consideriamo ))(()( txftx =  e un suo equilibrio x  ( 0xf =)( ). 

xtxtx −=∂ )()(

)(tx∂  è governato dall’equazione di stato

))t(x(O)t(x
x
f

))t(x(O)t(x
x
f)x(f))t(xx(f))t(x(f)t(x)t(x

2

x

2

x

∂+∂




∂
∂=

∂+∂




∂
∂+=∂+===∂

Definiamo sistema linearizzato nell’intorno di x  il sistema lineare che si 
ottiene troncando lo sviluppo di Taylor al primo ordine: 

)()()( txxJtx ∂=∂

dove J(x) è la matrice Jacobiana (n×n) 
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Il metodo della linearizzazione 2 

VARIETÀ STABILE, INSTABILE, CENTRO 

Se )(xJ  possiede  

−n  autovalori con 0)Re( <λ  
+n  autovalori con 0)Re( >λ
0n  autovalori con 0)Re( =λ

allora nell’intorno di x  esistono 

sW  = varietà stabile ( −= nWdim s ) 
uW  = varietà instabile ( += nWdim u ) 
0W  = varietà centro ( 00 nWdim = ) 

tali che 

• sono invarianti ( 0,u,sW)0(x ∈  implica 0,u,sW)t(x ∈  0t ≥∀ )

• sono tangenti in x  alle corrispondenti varietà del sistema linearizzato

• la dinamica su sW  e su uW  è equivalente a quella del sistema linearizzato

• la dinamica su 0W  dipende invece dai termini di ordine superiore al primo
dello sviluppo di Taylor ( ))t(x(O 2∂ ) ⇒ non può essere studiata per mezzo del
sistema linearizzato

Nota Bene: nel caso di sistema a tempo discreto x(t+1)=f(x(t)), il sistema 
linearizzato nell’intorno di un equilibrio x  si definisce in modo del tutto 
analogo. Le varietà stabile, instabile, centro, sono associate rispettivamente 
agli autovalori con 1<λ , 1>λ , 1=λ . 



Il metodo della linearizzazione 3 

ESEMPI 

autovalori di J x)x(Jx ∂=∂ )x(fx =



Il metodo della linearizzazione 4 

LINEARIZZAZIONE E STABILITÀ 

Le proprietà relative a sW , uW , 0W  implicano i risultati seguenti. 

Teorema 
)x(J  asintoticamente stabile ⇒ x  asintoticamente stabile 

)x(J  asintoticamente stabile significa che )x(J  ha tutti gli autovalori 
strettamente stabili ( 0)Re( i <λ  o 1i <λ  i∀ ). 

Teorema 
)x(J  esponenzialmente instabile ⇒ x  instabile 

)x(J  esponenzialmente instabile significa che )x(J  ha almeno un autovalore 
strettamente instabile ( i∃  tale che 0)Re( i >λ  o 1i >λ ). 

Esempio: crescita logistica:  
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stabile  menteasintotica,r)k(J,kx

instabile,r)0(J,0x

Nota Bene: se )x(J  è semplicemente stabile o debolmente (non 
esponenzialmente) instabile non si può dedurre nulla a proposito della stabilità 
di x . 

Esempio: sistemi quadratici e cubici:  

2xx = , 0x = , x2)x(J = ,  x(J )=0 ⇒ ??? 
2xx −= , 0x = , x2)x(J −= , x(J )=0 ⇒ ??? 

3xx = , 0x = , 2x3)x(J = , x(J )=0 ⇒ ??? 
3xx −= , 0x = , 2x3)x(J −= , x(J )=0 ⇒ ??? 
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