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RAGGIUNGIBILITA' (da un solo ingresso) e OSSERVABILITA' (da una sola uscita)

Raggiungibilità

Nel ricavare il modello esterno da quello interno (formulazione del modello), abbiamo
notato (con i due semplici esempi in figura) che:

2) Alcune variabili di stato (o loro combinazioni) possono non essere influenzate dall'ingresso
(la x2 nell'es. 2). Le abbiamo chiamate variabili non raggiungibili (var. n.r.). La presenza di var.
n.r. e o. (n.r.o., come la x2 nell'es. 2) determina radici in comune nei polinomi N e D del mod.
esterno, quindi una F.d.T di dimensione inferiore al mod. esterno e pari al numero di var. r.o.

1) Alcune variabili di stato (o loro combinazioni) possono non influenzare l'uscita
(la x2 nell'es. 1). Le abbiamo chiamate variabili non osservabili (var. n.o.)
Le var. n.o. non contribuiscono al modello esterno che risulta quindi avere dimensione
più piccola di quello interno e pari al numero di variabili osservabili (var. o.).

es. 1

es. 2

Se una delle variabili x è n.r. o n.o., ciò si vede facilmente da una rappresentazione grafica del
sistema o dallo schema a blocchi che rappresenta le singole variabili.

Altrimenti, non è sempre facile capire se ci sono combinazioni delle variabili x che sono n.r. e/o n.o.
Consideriamo delle nuove variabili z =Tx diamo definizioni di var. zi r., n.r., o., n.o., e una teoria per
identificarle. Iniziamo con la raggiungibilità.

es. 2:
da u non c'è
collegamento 
causale a x2.

es. 1:
da x2 non c'è
collegamento
causale (nel verso
delle frecce) a y
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RAGGIUNGIBILITA' (da un solo ingresso)

Raggiungibilità

Var. zi raggiungibile: movimento forzato non nullo.

Consideriamo il solo effetto dell'ingresso (x(0) =0) sulle nuove variabili z. Le var. non raggiungibili sono
quelle, se ci sono, che hanno movimento forzato nullo.

Var. zi non raggiungibile: movimento forzato nullo.

Esempio: z1 = x1 o z1 = x2 sono entrambe var. raggiungibili.
z2 = x1 – x2 è la var. n.r., perché i serbatoi sono identici (stesso k, altrimenti sarebbe r.) 

Nota: la var. r. z1 può esser scelta con molta libertà, basta che sia indipendente da z2.
Nota: il fatto che esistano n=2 var r. indipendenti (p.e. le x originali) non significa che
non ne esistano di n.r.

Per capire chi sono (e quante sono) le var. n.r. indipendenti, consideriamo l'insieme             degli stati 
raggiungibili da x(0) =0 in tempo t.
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Analizziamo               a t.d.:

Raggiungibilità

Nota:               è un sotto-spazio

Quanti e quali tra i vettori                                           sono indipendenti?

sotto-spazio di raggiungibilità = generato dai vett. di raggiungibilità 

aumenta di dimensione nei primi istanti fino a t =nr =massimo numero di vet.                                                   
indipendenti, detti vettori di raggiungibilità. Per t ≥nr risulta

Si definisce R =[                                        ] matrice di raggiungibilità: rango(R) =nr e Xr = immagine(R)
Se det(R) ≠ 0 (nr=n), il sistema (ovvero, la coppia (A,b)) si dice completamente raggiungibile.
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Il caso a t.c. è analogo. L'unica differenza è che Xr(t) = Xr = immagine(R) per qualsiasi t>0.
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ESEMPIO
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Caratterizzazione algebrica delle var. r. e n.r. 

in termini del loro gradiente           = coeff. della combinazione delle var. x

Var. zi non raggiungibile: gradiente               
(      a tutti i vett. di ragg.                                         )
Ce ne sono n– nr indipendenti, i = nr+1,…, n
(le elenchiamo come secondo gruppo di nuove var.)
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Caratterizzazione algebrica delle var. r. e n.r. 

In termini del loro gradiente           = coeff. della combinazione delle var. x

Var. zi non raggiungibile: gradiente               
(      a tutti i vett. di ragg.                                         )
Ce ne sono n– nr indipendenti, i = nr+1,…, n
(le elenchiamo come secondo gruppo di nuove var.)

Var. zi raggiungibile: gradiente           non        
(non       ad almeno uno dei vett. di ragg, p.e.                         )
Ce ne sono nr indipendenti, i = 1,…,nr
(le elenchiamo come primo gruppo di nuove var.)
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Caratterizzazione algebrica delle var. r. e n.r. 

In termini del loro gradiente           = coeff. della combinazione delle var. x

Var. zi non raggiungibile: gradiente               
(      a tutti i vett. di ragg.                                         )
Ce ne sono n– nr indipendenti, i = nr+1,…, n
(le elenchiamo come secondo gruppo di nuove var.)

In termini dei loro nuovi assi zi nello spazio di stato x

Asse var. zi raggiungibile: in
(p.e.                      , i = 1,…, nr).

Asse var. zi non raggiungibile: non in
(p.e.              , i = nr+1,…, n).

Var. zi raggiungibile: gradiente           non        
(non       ad almeno uno dei vett. di ragg, p.e.                         )
Ce ne sono nr indipendenti, i = 1,…,nr
(le elenchiamo come primo gruppo di nuove var.)
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SCOMPOSIZIONE IN PARTI RAGGIUNGIBILE E NON RAGGIUNGIBILE

Effettuiamo il cambio di variabili z =Tx, con 
zr =[z1,…, znr]

T,      var. ragg.
znr =[znr+1,…, zn]T, var. non ragg.

Costruzione della matrice T per righe

Costruzione della matrice T-1 per colonne
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OSSERVABILITA' (da una sola uscita)

Var. zi osservabile: zi(0) ≠0 implica ylib(t) ≠0 (per qualche t≥0).

Consideriamo il solo effetto dello stato iniziale sull'uscita y (u(t) = 0). Le var. non osservabili sono
quelle, se ci sono, il cui valore iniziale non influenza y, perché l'uscita libera risulta determinata da un
numero ristretto (<n) di altre variabili, che sono quelle osservabili.

Var. zi non osservabile: è possibile avere ylib(t) =0 (per ogni t≥0) con zi(0) ≠ 0
(perché ciò accada devono essere nulle tutte le var. oss.).

Esempio: x1 e x2 sono entrambe var. n.o. anche se "fisicamente" influenzano y.
Il loro valore iniziale singolarmente non conta, ciò che conta è x1(0) +x2(0),
perché i serbatoi sono uguali (stesso k, altrimenti conterebbero).

Osservabilità

Nota: la var. n.o. z2 può esser scelta con molta libertà, basta che sia indipendente da z1.
Nota: il fatto che esistano n=2 var n.o. indipendenti (p.e. le x originali) non significa che
non ne esistano di o.

Nota: Se tutte le var. o. partono nulle, ylib(t) =0 indipendentemente dal valore iniziale di quelle n.o.
Possiamo quindi dare le seguenti definizioni:

Per caratterizzare algebricamente le var. o e n.o., caratterizziamo gli stati iniziali x(0) ≠0 per cui ylib(t) =0.

z1 = x1 + x2 è la var. o. Se (e solo se) z1(0) ≠0 si ottiene y non nulla.

Fissata z1(0), il val. iniziale di qualsiasi altra combinazione z2 indipendente (p.e. z2 = x1 o z2 = x2) non conta
(p.e. z1(0) = 0 e x1(0) qualsiasi con x2(0) = -x1(0), ammettendo valori negativi di  x1 e x2).
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Analizziamo              a t.d.:

Quante condizioni dobbiamo considerare per imporre ylib(t) = 0 per ogni t≥0?

Imponendo le prime n condizioni, si caratterizza           come spazio nullo della matrice

è un sotto-spazio di dimensione n –no e no è il rango di    . 

è detta matrice di osservabilità e i vettori (colonna)                                                vettori di osservabilità.

Se det(O) ≠0 (no=n), il sistema (ovvero, la coppia (A,cT)) si dice completamente osservabile.

Il caso a t.c. è analogo, con riferimento allo sviluppo di Taylor di ylib(t) in t= 0:

Pertanto, se                      , le derivate                       risultano tutte nulle, per ogni k ≥ 0.

Analogamente a quanto visto per i vettori di ragg., dei t vettori (colonna)
solo i primi no ≤ n sono indipendenti, con (AT)noc

primo vettore combinazione dei precedenti.
Basta quindi imporre le prime no condizioni. 
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Caratterizzazione algebrica delle var. o. e n.o. 

in termini del loro gradiente           = coeff. della combinazione delle var. x

In termini dei loro nuovi assi zi nello spazio di stato x

Var. zi non osservabile: gradiente           non        
(non combinazione dei vett. di oss., p.e.          in          )
Ce ne sono n– no indipendenti, i = no+1,…, n
(le elenchiamo come secondo gruppo di nuove var.)

Var. zi osservabile: gradiente               
(combinazione dei vett. di oss., p.e.                           )
Ce ne sono no indipendenti, i = 1,…, no
(le elenchiamo come primo gruppo di nuove var.)

Asse var. zi non osservabile: in
(      a tutti i vett. di oss., i = no+1,…, n).

Asse var. zi osservabile: non in
(p.e.               ,          vett. di oss.                 , i = 1,…, no).
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SCOMPOSIZIONE IN PARTI OSSERVABILE E NON OSSERVABILE

Osservabilità

Effettuiamo il cambio di variabili z =Tx, con 
zr =[z1,…, zno]T,      var. oss.
zno = [zno+1,…, zn]T, var. non oss.

Costruzione della matrice T per righe

Costruzione della matrice T-1 per colonne
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SCOMPOSIZIONE IN 4 PARTI (DI KALMAN)
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MODELLO INGRESSO-USCITA (ARMA)
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DIMENSIONE DELLE 4 PARTI
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