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Raggiungibilita
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RAGGIUNGIBILITA' (da un solo ingresso) e OSSERVABILITA' (da una sola uscita)

Nel ricavare il modello esterno da quello interno (formulazione del modello), abbiamo
notato (con i due semplici esempi in figura) che:

1) Alcune variabili di stato (o loro combinazioni) possono non influenzare l'uscita
(Ia x, nell'es. 1). Le abbiamo chiamate variabili non osservabili (var. n.o.)
Le var. n.o. non contribuiscono al modello esterno che risulta quindi avere dimensione
piu piccola di quello interno e pari al numero di variabili osservabili (var. o.).

2) Alcune variabili di stato (o loro combinazioni) possono non essere influenzate dall'ingresso
(Ia x, nell'es. 2). Le abbiamo chiamate variabili non raggiungibili (var. n.r.). La presenza di var.
n.r. e o. (n.r.o., come la x, nell'es. 2) determina radici in comune nei polinomi N e D del mod.
esterno, quindi una F.d.T di dimensione inferiore al mod. esterno e pari al numero di var. r.o.

Se una delle variabili x € n.r. o n.o., cio si vede facilmente da una rappresentazione grafica del
sistema o dallo schema a blocchi che rappresenta le singole variabili.
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Altrimenti, non & sempre facile capire se ci sono combinazioni delle variabili x che sono n.r. e/o n.o.
Consideriamo delle nuove variabili z=Tx diamo definizioni di var. z;r., n.r., 0., n.o., e una teoria per

identificarle. Iniziamo con la raggiungibilita.
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RAGGIUNGIBILITA' (da un solo ingresso)

Consideriamo il solo effetto dell'ingresso (x(0) =0) sulle nuove variabili z. Le var. non raggiungibili sono
guelle, se ci sono, che hanno movimento forzato nullo.

Var. z; raggiungibile: movimento forzato non nullo.

Var. z; non raggiungibile: movimento forzato nullo.

Esempio: z, = x, 0 z; = X, sono entrambe var. raggiungibili. e Yt
Z, =X, — X, € lavar. n.r., perché i serbatoi sono identici (stesso k, altrimenti sarebbe r.)
Nota: la var. r. z; puo esser scelta con molta liberta, basta che sia indipendente da z,. in l LXZ J
Nota: il fatto che esistano n=2 var r. indipendenti (p.e. le x originali) non significa che  Kx, v
non ne esistano di n.r.

kX;_

Per capire chi sono (e guante sono) le var. n.r. indipendenti, consideriamo l'insieme Xr(f) degli stati
raggiungibili da x(0)=0 in tempo t. Xs

(v)

X0 ={ <= YU |

X4
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Analizziamo Xr({t) at.d.: X,
x(1) = Axfo)+ bulo)

_ Ax) ¥ bul) = Abufo)+ bu (1)

wf3) = Ax(a) + bu() = A% u)+ Abuf)+buls)

Ab R Xt

b

x
~
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X2

‘; b
x({r)g Cow\b‘(@\"YlUU‘f’) oh l); AL/ AZL)"‘A 4}0

Nota: Xr(f) € un sotto-spazio
2 £

Quanti e quali tra i vettori Jo, AL, A L) A b sono indipendenti?

Notou: sc AL 5 eomb  dos Frc(e(le,mt\’/ a\lo [o sono andhe bl | successivr A

A N k-2 B K-1
A% - S w Al > A = AR Vi ALy Z At = eabd bAb., A b

kK+T
b

Nova: A" ¢ sewpre cowb, dot precedent. (Feml»e\ My(A)=0 - A omb. & T A,,“/AM

N~
. : Lo - : : 2 '
Xr(t') aumenta di dimensione nei primi istanti fino a t=n,=massimo numero di vet.laj AL, A L,-a,A b
indipendenti, detti vettori di raggiungibilita. Per t 2n, risulta

Xr(t—) = Xr = sotto-spazio di raggiungibilita = generato dai vett. di raggiungibilita

h-1
Si definisce R=[l,/ A[,/ A? L, A 19] matrice di raggiungibilita: rango(R) =n, e X,= immagine(R)
Se det(R) 20 (n,=n), il sistema (ovvero, la coppia (A,b)) si dice completamente raggiungibile.
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Il caso a t.c. e analogo. L'unica differenza e che X,(t) = X,= immagine(R) per qualsiasi t>0.

Imcc\iﬁ/ ffssonLo uh ﬁuds)‘m; F>o 2 conside runde b e5raw5,‘oh,‘ d, XFP) P u[@) mt=o
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x(v) = A/(o/)+ bu )

1) = A xb) + bilo) = Abul)+bilo)
Ll =AY 4 bt = Atup) s Abde) + LD — XE) € XK

! .
¥90) = ewb. i b, Ab, o, AT
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7 .
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l)M bff—bgso MEO/E](J do mra{;;“@\'mo"ﬁ, -Cwﬂ45+m¥{?/;d A«c{gv‘{'?\au,o N qntuo oy[?@y“}‘o)
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ESEMPIO o
n Xy = of U = Ky Xy A -Ky o L «
— ° - / -
S it Xo = [1—) U = KoXy 0 —ky A=
4 l X1 ,‘o<
=t M) = | det(R) = (1) (k- ki)
KX kX2 A=% —Ko(1-)
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le,*‘/(ﬁ):@ e
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Ma qv\al’ve\ la variabile non ro.pg. 7
SQ 0<:4/’L $0~PF§C&W\/0 0)\& %2: X\1-—XL

E ln owb . con Vz, L. X = VZZ:[4"°Z/'°<]
Zg = [1=%) Xq ==X Xq.

Xy
"
kvello-0 014 Z9
; con V2 hon L Ky, 22
L%h/\lofere,loLﬁ L/‘m,lo./e in Xy-

X
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ESEMPIO o
n Xy = of U = Ky Xy A -Ky o L «
— ° - / -
S M Xo = [1-) U — KoX1 0 -k A=
4 l X1 ,‘o<
=t M) = | det(R) = (1) (k- ki)
KX kX2 A=% —Ko(1-)

NO%I se N>, AZL <) o!')'f‘QhC o 61%",:&‘%“44 A |><w 7l (V\on serwt Caleolare Azl )
peet ¢ itk —> & Fo 5 sk

QI_O,‘L( K) =0 XX
0
&les{ Eomg\,Q,\ ¢ K= 0 —> Xy hoh o ra%‘ X :{[4]}
xX=1, ...
N N ’ X2 (Y:”/Z_
pua mfertssante ¢ caso . Xy
0<<1 , Ki=kn — X, :{L_j} Lvello-0 & 2,

sz
Ma qv\al’ve\ la variabile non ro.pg. 7
SQ 0<:4/’L $0~PF§C&W»0 0}\& %2: X\1-—XL

E o wmb . con V2o 1 X = VZZ:[4"°Z/'°<]
Zg = [1=%) Xq ==X Xq.
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Caratterizzazione algebrica delle var. r. e n.r.

in termini del loro gradiente VZ; = coeff. della combinazione delle var. x

Var. z; non raggiungibile: gradiente VZ; _L Xr X2 %
-1
(_L a tutti i vett. di ragg. L) AL, AzL)-o An' L) | o |
Ce ne sono n—n, indipendenti, i = n+1,...,n hoello-0 o 2y
(le elenchiamo come secondo gruppo di nuove var.) vy
X1
X3
Wz VZ?,

X2

/
€ liveMo-0 sia di 2y che di 23

DIPARTIMENTO DI ELETTRONICA, INFORMAZIONE E BIOINGEGNERIA | POLITECNICO DI MILANO



Raggiungibilita FONDAMENTI DI AUTOMATICA (PER ING-FIS) | FABIO DERCOLE

Caratterizzazione algebrica delle var. r. e n.r.

In termini del loro gradiente VZ; = coeff. della combinazione delle var. x

Var. z; non raggiungibile: gradiente V2Z; _L Xr & 5
-1
(_L a tutti i vett. di ragg. L) AL, A L, An' b) "
Ce ne sono n—n, indipendenti, i=n+1,...,n vz vz
(le elenchiamo come secondo gruppo di nuove var.) ! % 2, mbi o vakore h X,

Var. z; raggiungibile: gradiente VZ; non_LXr
(non _L_ ad almeno uno dei vett. di ragg, p.e. VZ; = A‘ - b) %
Ce ne sono n, indipendenti, i=1,...,n,

(le elenchiamo come primo gruppo di nuove var.)
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Caratterizzazione algebrica delle var. r. e n.r.

In termini del loro gradiente VZ; = coeff. della combinazione delle var. x

Var. z; non raggiungibile: gradiente V2Z; _L Xr &
.. . n—1

(L atuttiivett. diragg. b, Ab, AzL)-o A" L)

Ce ne sono n—n, indipendenti, i=n+1,...,n vz,

(le elenchiamo come secondo gruppo di nuove var.) vz,

Var. z; raggiungibile: gradiente VZ; non_LXr

(non _L_ ad almeno uno dei vett. di ragg, p.e. VZ,, = A‘ - [;)
Ce ne sono n, indipendenti, i=1,...,n,

(le elenchiamo come primo gruppo di nuove var.)

In termini dei loro nuovi assi z; nello spazio di stato x

Asse var. z; raggiungibile: in Xr

-4 .
pe.z;=A"b,i=1,..n).

X

% 24 wb) o valore n X

Asse var. z; non raggiungibile: non in Xr

(p.e. L Xr, i=n4+1,..,n).

X/ B
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SCOMPOSIZIONE IN PARTI RAGGIUNGIBILE E NON RAGGIUNGIBILE

- T
Effettuiamo il cambio di variabiliz=Tx, con & = i 2= 123000 20,1, . var. rage.
2ne | Znr=12p00 25]", var. non ragg.
Costruzione della matrice T per righe
— - — 1 Y €.

V2Zra Ny righe mdip. & P

v 1 o A} -L
_\_. A=d,cyNT Nr ”'9)‘6 non -1 Xr Cow?{;\'amfnﬁg fWP:"Y;ML o

= = o ) ™)
: , . N1
Y Zh,4 n-n, righe L X, n-n, V'7))6J_L,.«7A b
A= Ay"‘) Nn-nr

Costruzione della matrice T per colonne

4 r . _ )
T | a2 | ass By, | Ny colonne [n m\oo\oxmm,
A= 4./.,“) nr i: Ay'_,‘)n_nr 14 Xy- non In r
-k AﬁrnﬂL V\’nk CDlOlY’Q, );‘d‘\F‘ F'C\ CUW\Fu{'V_L coin
= ) N (D‘MF(.UI‘C\ W"P/V\,% n-ne colonne | Xv*
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E\CFQ‘Q’\AO\?"D d ca,wlo\lo d d‘UuY‘l\aL»\C ) $) OfHQme,

Ny N-Ne

TA T—J1 _ Ar | An ‘}Y\,, Tk :[&} Rr :[Er)ArLr/w-)Aeru)r]
O | Anr }n»m 0 et (Rr) # 0

F%Y: Ar?—,, + AJZ gnr’]’ Lrl/t
P%V\r: Am nr

raﬁ/c rage
comr;u\mmm rv% do U
YECLV‘CQV\U{/\L ('[V\{,MV\%\ Jg’(@ VALV :‘—Zﬂr OLHW\\H’J’SO AA’L

]55“'7]'5 hoh m%
non /'r\jawi_@%\, do W , he mmLewn p M&il‘el"'aw\ﬂV\l'Q
a brwrerse Zr

Nota : anche ?IQ amTounlont (Lﬂ c{w'md,; ,‘Wo(\,') st dividono m m%’ £ non m%
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ESEMPIO
n
_k y i), K Y
Y/ ARV A: 0 y, l) = 4/2 y R: /Z /Z / XY‘ :{ ‘:A/LZ}}
0 —'K /2, /I/'L —K/,L
b Ab

w4 l X1
Ny = mn |2 =
KXy ]; kX2 ' ?jo( )

-1 N "
Scdf@(o T e rcdavo 1 on WMWE\(Q 29=4p- = )(4»)(7// Z1=2Zp = XY

gl R ]
vz, | U -4 I N R o
: \,ZZ ‘qc,ol«w[au\l"ﬁ"mﬁ\/\%(y)om _.L>

5@{570 _\_—4 e ricave |

W A y {-%«%]_ A 4] 21= 2y = Xk X
~ — 1 T=_— -~ —
T = Y &J \ COWF&-‘W\MW!’O:I B [A/'L _{/L] — -2 ~ ) 1 -1 <, = Zr= Xq— Xy

r=

Ly comp L 4
\ Prca -

(@unnsce”v\'f" ) —I—.AT _ A TL) _ {jo}

/
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OSSERVABILITA' (da una sola uscita)

Consideriamo il solo effetto dello stato iniziale sull'uscita y (u(t) =0). Le var. non osservabili sono
guelle, se ci sono, il cui valore iniziale non influenza y, perché |'uscita libera risulta determinata da un
numero ristretto (<n) di altre variabili, che sono quelle osservabili.

Esempio: x; e x, sono entrambe var. n.o. anche se "fisicamente" influenzano y. Lx J D J

Il loro valore iniziale singolarmente non conta, cid che conta & x,(0) +x,(0), X . 2& ke
perché i serbatoi sono uguali (stesso k, altrimenti conterebbero). X ofe XKH X ct
z,=x, +x, &lavar. o. Se (e solo se) z,(0) #0 si ottiene y non nulla. A

Fissata z,(0), il val. iniziale di qualsiasi altra combinazione z, indipendente (p.e. z, = x; 0 z, = x,) non conta
(p.e. z,(0)=0 e x,(0) qualsiasi con x,(0) =-x,(0), ammettendo valori negativi di x; e x,).

Nota: la var. n.o. z, puo esser scelta con molta liberta, basta che sia indipendente da z,.
Nota: il fatto che esistano n=2 var n.o. indipendenti (p.e. le x originali) non significa che
non ne esistano di o.

Nota: Se tutte le var. o. partono nulle, y,, (t) =0 indipendentemente dal valore iniziale di quelle n.o.
Possiamo quindi dare le seguenti definizioni:

Var. z; osservabile: z,(0) #0 implica y,, (t) 20 (per qualche t>0).

Var. z; non osservabile: e possibile avere y,, (t) =0 (per ogni t>0) con z,(0)#0
(perché cio accada devono essere nulle tutte le var. oss.).

Per caratterizzare algebricamente le var. o e n.o., caratterizziamo gli stati iniziali x(0) #0 per cui y;, (t) =0.

Xno ::{X(o): 7@5(*):0, t>o }
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Analizziamo Xna at.d.: 755({-) = CTAtX(O)

\/(0) RS (6) = 0 Quante condizioni dobbiamo considerare per imporre y,,(t) =0 per ogni t>0?
‘/(4) = TAx() =0 Analogamente a quantto visto per i vettori di ragg., dei t vettori (colonna)
c, A'c, (AT)zC, .- (A")" ¢ solo i primi n,<n sono indipendenti, con (AT)"c

; : N . :
+at primo vettore combinazione dei precedenti.
7/(+)=ch(0)=0 . . o L
: Basta quindi imporre le prime n, condizioni. c
: cTA
Imponendo le prime n condizioni, si caratterizza Xna come spazio nullo della matrice 0= | ¢* A%
X o = {xt6) : 0%6) = 0} A

. o s : 1 no-1 . -
0" & detta matrice di osservabilita e i vettori (colonna) ¢, A'c, (A7) (S (A" ¢ vettori di osservabilita.

Xno e un sotto-spazio di dimensione n—n, e n, e il rango di 0.

Se det(0) 20 (n,=n), il sistema (ovvero, la coppia (A,c")) si dice completamente osservabile.

+00 |
Il caso a t.c. & analogo, con riferimento allo sviluppo di Taylor di y, (t) in t=0: >/w, (+) = Z 7("’(0) -l%

K=o

Yip ) = CTCA%X(D) - >’(k)(0) = CTAKCAJCX(D) o = A X (o)

. (K) . .
Pertanto, se ¢ x (o) = 0, le derivate 7/ (o) = O risultano tutte nulle, per ogni k > 0.
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ESEMPIO )54,_._(@”(1 , I:'k" D} TA [h (1][ j
. = K

U)=o X = — KL X2 0 —ke

(——M—J lij Y = Kt Ky <y F= [k K] = [-Kkqt AICJJ

kvl - "
(}:[ c } - [\44 LJ ) (iﬁ'(}_—. f(ﬂ(z(h"kz)

a k-
Ky»0, k>0, Ki#tk, — t(0) £#0 — siskc.o.
det0= 0 s«
dur cas) banalp : Kq=o0 —» x4 non €0, x5 Ko = {[g}} X
u=o - fe=[¢]
Pﬁf nlertsante ¢ waso Ky » o,k >0, k= kL =K vz,
K = ){ ]:4 } Sepplamo che Joovar 0. ¢ 21= X4+, vz,
o k —> V&) ;—.[4 4j«e\J—Xho
Ld C‘[K] N | : T \ &
V 2 Fmpor%wnaﬂfca c
%*mmn% lo var, oss. Sonp L oumbinaHon! con
we%owb V%ﬁ L Xo/ovvgm con ooe/’ﬁ,(,,mﬁ f{‘CSﬂ doi ‘Q:
vethory “)?Cxc. /\ —> Y’Sdﬁwohu&laﬂymb
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Caratterizzazione algebrica delle var. o. e n.o.
in termini del loro gradiente VZ; = coeff. della combinazione delle var. x

Var. z; osservabile: gradiente VZ; _LXno

-1
(combinazione dei vett. di oss., p.e.V2; = <A )
Ce ne sono n, indipendenti, i=1,...,n,

X2

(le elenchiamo come primo gruppo di nuove var.)

Var. z; non osservabile: gradiente VZ; non 4 X,,o
(non combinazione dei vett. di oss., p.e.VZ; in X,,o)
Ce ne sono n—n, indipendenti, i = n +1,...,n

(le elenchiamo come secondo gruppo di nuove var.)

X3

In termini dei loro nuovi assi z; nello spazio di stato x

Asse var. z; non osservabile: in Xno

(_L a tuttiivett. di oss., i = n_+1,...,n).

Asse var. z; osservabile: non in Xno

: I
(p.e. L._Ano,2i =vett. dioss. = (AT)' ¢, i=1,.,n,).
XA >

2) PUO &55e %
5"-' o Xyno
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SCOMPOSIZIONE IN PARTI OSSERVABILE E NON OSSERVABILE

i i io di variabili 2, | z=I[z..,2,]1, var. oss.
Effettuiamo il cambio di variabiliz=Tx,con Z = | =2 r= e Sngl ;
Zho Zno= [Zno+1l"'l zn] , var. non ossS.

Costruzione della matrice T per righe

V%o,,\ ‘ _ No viche gomLmo\%\'ohi
—_ ‘A’ 4- o ho r'(/)‘C —LXP’O &?Al A, No-1
I _ i}
V%ho)a' n—ﬂor{m)c non_\_XM N-Ng V?7)|€ d comrlul%mm{'o €,
A=4,..yN-Ng efpb%nnub
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SCOMPOSIZIONE IN 4 PARTI (DI KALMAN)

Conside mndo 1 wods cowr\uwd’o b pro ]’Jf‘\d‘a & ragftw\)/»()i&{-u\ & 0sser

U‘QL:&Q/ g

5. &

&{Lim\r'{ 4 24’0&]777\ d ro‘\r\c\[mﬂ z (Y)Dh he aggar;dentherm Pr@“‘t) USq s e 7u.aﬂ L9
s?erv.\Mé\ fsulde Sc,owaaS\Lb V\W,M‘L%hn,esshhe i 4 SDHBbSE”\‘QWL o }7(\0})(\,\@‘(‘3} P

complaten [assente gy < oS
7> 24 . -
o 2 A [ bae di | bag & base & | basc b
b = %V)b - __E = T X y, T = {: Xf}hb ><r/() xm‘,ho >(T\Y\/O
€ne,no 2
/%nr)oJ | A

XY “Xv\o assi ph wmune e 7\/(2}& Ll var. rn% e non o<s .

asst e mantansy a Xr)ho ’|>€fr‘ coWVJ)LU‘v/‘e X}-
aS > (),% WAAWn Cawno U\Xr,m W (/ow/Y)LQ/\LvU‘c an

n
ASS) k)M man Cd D ))M CDM/?(,Q,{"DLV\“Q X:]R

DIPARTIMENTO DI ELETTRONICA, INFORMAZIONE E BIOINGEGNERIA | POLITECNICO DI MILANO



Osservabilita FONDAMENTI DI AUTOMATICA (PER ING-FIS) | FABIO DERCOLE

(Ao, bo) —=

/3\1] [AB! l A4ql
) “ ZL

No‘\’o\ :
Anlp) = M) AP Bep) Ay (p)

DIPARTIMENTO DI ELETTRONICA, INFORMAZIONE E BIOINGEGNERIA | POLITECNICO DI MILANO



Osservabilita FONDAMENTI DI AUTOMATICA (PER ING-FIS) | FABIO DERCOLE

MODELLO INGRESSO-USCITA (ARMA)
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DIMENSIONE DELLE 4 PARTI
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