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IL SISTEMA DINAMICO NON LINEARE
i) = Flxw), uw), €) te
x (t+1) +(x1t), u &/ t) t.d.
yle) = g (x(t), wlt), +) tasformatone d'useton

e?ua}»mﬁ & shito

I

Per semplicita, consideriamo sistemi
(tempo) invarianti [varianti]: f e g non dipendono dall'argomento t (istante iniziale t=0).
autonomi: senza ingressi, o con ingressi costanti (considerati come parametri), f e g non dipendono da u.

t.c. L-d.
X(t+4) = {(x(t—))
)
X (f+4)
X(t)
X (E+1)
X4 \/ X4

Nota 1: le traiettorie non si intersecano.
Nota 2: supponiamo le traiettorie unicamente definite in avanti nel tempo (anche all'indietro a t.c.).
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ESEMPIO: La crescita "logistica" (n=1, t.c.)
X (¢): (qusi‘l'aT cl\) biomassa di una fisocsa rinnovabile Metodo %mf;a: A’anala'gi (n=1/ {'c)
).(H] = tasso d cresate .
= brsso & natalta - tusso di wortaldn %= <)
LH—) xtt) - d((—) x(t)

‘l’mSSn nai-aﬂnl'u e mochulity
pro- w(:h'-c (o per u.é\b)omasm)

0 | K X
Tpotesi 4 (Ma(‘H/WS'v'i?OU): bed wstant,
0 K
la>cl :esPlosionL b<d : estinziowe — > @ X < X
Tpotess 2 (Verhwst~ 1950) x(t) spaio distato

bit) = b,- byx(t) , d() = d,+d, x(¥) er _____

X = (l"o"Ao) X - “’4""44) X" = rx (4_ _I><i)
r= L .J . ihi’rins\lc ((}mw{.p\ m{-(_ (aHow clanJ'\/)

~ds : in )
K=o bﬂ- byrdy A C&Fac}y ¢

Cov\o‘MS\or\e,: & Sono 2 eqwiwaﬂ‘ ()7:'0 e )?—_—K) e X(t) > K per o?mi X(0)>o0
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ESEMPIO: La crescita "logistica" (n=1, t.d.), detta anche mappa logistica o quadratica
. . ) o
X (¢): (qusi‘l'aT cln) biomassa di una fisocsa rinnovabile Metodo ﬂ,m{fnco cl anal'c (n=1/ {—J)
o C&PH—“'LL ch uV\IiW\PrQ,SOL nc,l Perioclo t
~ $(x)

Fer ana'o?»o. LOI Mowl.ﬂ-uo G ‘t’ C. (F)/l)
X(+)

X(E+) = Y'X(‘H("- E-)

ma X(t) = K non ¢ un e7u,¢(xér.‘ol (x(éH) =0 e X(t+7) = 0,7:>4)

MOJFOL : unaL-Formtl»la%ione, on s nSo AFiSfc,o de) Fal‘ame‘\’ri Fe K si

0 x(3)
. . . _ . . Xt+1)-x(t £
oH'ltnc, A“Crﬁt?&dhda ‘m ODE (1—raSSo n o\\laht X = %_L)) Xlo) x(A) x(?r)g_ K\ X
g — — r 5 a%u‘och‘s{’cd‘o
X(tH) = x&).\,rx({)(n_x_u'_z) (equibbei X=0 e X=K) <o > ° o’ .
Ywa Noh viene USG{"\
r=3.9 A

Lo Mqﬂ)A lo?i.s{'fco\ e\ r\o"'a. ‘rer ?Cnemr'e cl«‘ha\ mila ca.,oﬂl'?Cos
(Ca.os Je:"erminisﬁ co) r=39 ]

1.0 + o / |

n+l
Xn
051
A
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REGIMI ASINTOTICI

Su'?]:ohchézo che il movimento x4) rest (A‘W\H'a"l'oj x®*) converge per ts5+o ad un
athottore . Gsono & 'HV)o(oJA'e & athatore :

ij'bbrfo (rtdqwshbonam\o> ccho L\‘m«”"e (f‘e/ddnvc]}(’/'wdnco)

( sistema non bnear| enyr at.c.)

I /

(H,dzqm_e c;uah-r:—&r;oc(/\*w) S*‘f'ano a/uﬂrwﬂvf“e ("'LJ—)PY\_Q c,a.,of-aco)

Srstema non hneary ¢ h?,%a/t c.
ny 2 at-d.

oo

(sistema’ non intan o N> a f?C)
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L'ATTRATTORE DI LORENTZ

Ed primo attattore taotico,
S(ofer{'o da Edward Lor(’,hJ(% rel 1963
in un modello SQ\MF(,{-F' o (n:%)

di conve zione nel Piano
(4

)(,1 = O/(XZ‘ X‘)

X1 = pxq- XX — Xg

Xa = X3Xq — {’;X3

) . N\ .
’CaoT\Co Non s iF'L& Solo
COWFUSSO (hoy\ (o,w‘(,l,r,‘o) non o.'do)
nom‘,'or‘o L &FFOA‘CV\.I'{W\QV\JE l;ft?()lou'ﬁ)
ma che rhes—enJ-a\

s«enj)'la;(n.‘l’ﬁ\\ all Con Zion 1});-3;0\(,1'
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L'ATTRATTORE "FRACTAL FERN"

Il VMOA;Q‘[O or;%i\hau (f_\l‘J n:z) .c\ fzz %\HHHHHHlH!lHIHlHHll\lll\HHHH\;HHHIHHlHHHHll\ll\l!\l”l”\lHHHHlHHllH!!HHHHlHl\lHllHHlHi\ TITTTTTTTTITTT HHIHH|H||HH§|H||H§
Cos‘l’)-)l'u)“l‘o da 4 s»‘si-e M (A‘he Ay 5 é ;
as . steb con )P\?J'E,S_So tosteenie 17o§ §
- 160 = =

(X(ff«)= Apxt)bb, 1=42,36 ) 150
uSar/\ stocastica wente on Prol:. r'*' 1402 ;
130 £ -

FU(.)/ CSSQ"‘C rcSo Je+€rm;n‘5+"% on 120 % ..................................................................................... %
"a\%iuh{—a\ Ji wn & maFF“ C&o‘{'fcct 110% g
100 = =

2(k+1) = H(z(K) con 2(K) €(04) w0
dove 2(4) mdi ca 1uu(z sistema usare
Z(4) i

__|L Jr L 4|L " ; ‘> 60 % o b 1 RGNNSOV SRy A 0002020 %
0E 3

Ch el Rt T
Llimyor{-aw%c\ conctrale del 30 % %
20 E .

Ca0S Aei'erw\inis‘ﬁco e Fro,?/io _ 10 %

(iuxﬂa G avere Treietorie dhe si 5
Cow\ror“'mho,al Varia re & X(b))
Me prouss shoasticd .

o

10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120 130 140 150 160 170 180 190 200

DIPARTIMENTO DI ELETTRONICA, INFORMAZIONE E BIOINGEGNERIA | POLITECNICO DI MILANO



Sistemi non lineari (cenni) FONDAMENTI DI AUTOMATICA (PER ING-FIS) | FABIO DERCOLE

ATTRATTORI MULTIPLI
Un sistema cln'v\amu‘co non (A‘neare, Fu,b\ a e P;J a,H"f‘(k'H‘Orl. € quq_”o ra%;)u n""o Jat ><(~€)

diFer\&x c‘m\\a wndiFone i) A(.Q- X(o)- E . )
SL\MF\D meEccawn co

L'ins'\t‘mt ql.\ x(o) c)\t l?of'""amo a,A wn nessun QG]u;(Abfio

altrattore wshilwscono U swo ressun atha fFoce

E&ciho & atbenzione X(t) JXA'M\“‘W"O \ /

Le ‘FV‘onherC (12,\\ Lacin[ q[i a,H‘mCZ—ione_ Sono 4“&1““,)”0 Cl‘l\"m{'\'o({ W

variets shabils 2 \ ‘

cL’ ocﬁew’ S-e“a\

Xet+—7 % 3 eciwiwar{
di ai 2 afrrattor:
o eq. mmerabil Ng M A\ 47

oppure ucdh o forr di dimensione n-1 OO €g. hon numerabili

n-z/ (nessuno abottors) 7777777
7%
6
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ATTRATTORI MULTIPLI

DIPARTIMENTO DI ELETTRONICA, INFORMAZIONE E BIOINGEGNERIA | POLITECNICO DI MILANO



Sistemi non lineari (cenni) FONDAMENTI DI AUTOMATICA (PER ING-FIS) | FABIO DERCOLE

ATTRATTORI MULTIPLI
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ATTRATTORI MULTIPLI
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ATTRATTORI MULTIPLI
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ATTRATTORI MULTIPLI
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EQUILIBRI .
Az =0 fc Sono 1 equagioni | Metodo 7 ~

> nhl,\han) ra»co VA S
: \f(x)-—x o 3 f \V%‘j x

th n InCoVtht X4 Per n=1

Metods %rox{—ico per N=1 (lr.c.): e isoctine (an-o(A'hts)
T¢ w\oéﬂu" F"téa-lﬂ‘c&o&“’orﬁ(Ros-cn}wei?~MacAr+hur 4963 (loL qu.ell (L' Lo*\'Ko\—Vo"{’trro\NWOO)
o A/n

= e 2)- Hse | Hie = 0 rephetosot) B

el W S ANV P

° X
Xo = eH(,q X'L _ Jx f‘th o per mH’“mf‘e l\ +ew. o per S'l'n-c (J) rire

) 2 aLX1 una uv\PtH dipreda Una uznl-q}ecld pre % )
Xy = 0| X,=0 X,=0 X =0 X,=0

—
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STABILITA' DELL'EQUILIBRIO
Tden : un tﬂwi(j(ofio x ¢ stabilp se Lo trarettorie che Far{’om viune restianp vicine
€ asintoti camente bila Se, o”"rc, Vi Lonxlf,f‘?'Ono.

Df,{?fm‘?:ioni :

Un equalibrio X e > stabile se per o?m £>0 tsiste §>0 (< £) talo che
Ix()-xlI<§ = lixt)-Xli<e , t>0

Un 6(1\4»(/«5"10 % ¢ asinfohicamente stabilt s¢ ¢ stabily e se || x(t) - ><”->0

t>)ro

Ur\ e(iw((,‘é)rio X 8 1;‘51‘0\1»;& Se hon e\ S“‘ab)(ﬂ

I bacno i alrazione dvun q. % asinfoticamente stabile ¢ ('insieme B(x) = {x(O) x((—) ;SZ}

(,(n c,c‘ X 0\S)Vﬁ+o+)cmmevq{'e S*’al: he ﬂlOLMMU\'l't S\'ut) b. se B(Y)

""‘a,nnc, tVen+'uqlmeh+t wn SoH"omsmme, J« misum r\u“a m 'Rn

Egcw\laio: to%»’sh\ux a t.c.

—-— \ . \
E 0 N ey K 5 X:OCMS‘\'QL)L’»
Enl €y X=K ¢ as. stab.
Jnon (S‘y"e d—zé
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STABILITA' DELL'EQUILIBRIO: ESEMPI

Un circuito bistabile
X4 xz

oo N
“f e #/f') X
) i.,--gvfm" E’%e \\\\

Il modello di competizione Lotka-Volterra

Xy th X,
. X
X1 =r‘1X1(1—k—lJ—01X1X2 q/ﬂ“ KZ KZ
1
XZ = I"2X2 1_—2 —02X1X2 1
k2 7’ N WS P ¢ 7’ _

K4 V'z/az‘ X1
Una malattia genetica: la beta-talassemia (o anemia mediterranea)
1 gene con 2 rossiLQL‘ allelr A (norv-\alx), a (wutato)
3 genctipi : AA (samo), A (portatore sano), aa (malat)

X(¢) - FroL. wn allle A el ”(;enerool“m“m ?ném};one t

X(t‘:+4) = Z—:‘x(t—) (HarJ\/—Weli\Lu? ~ 4)00)
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Il modello di una malattia genetica: derivazione

N,,(f)l 1\)7_(1,-)) N;f) : mmero (densitn) ganof.’fi 1,7,3 nella generazione i’) N(#) = Ny(6) #N, () + N3 )

Tpokesi 1: N(¥) grande — Nile) = N(t) (PYDL esteavre i due gent Lell'imdividuo ( dal gene F°°')
(Harly-Weirbecy ~4700)  Ni[t) = NIE) xt)™, Noft) = NIE) 2x(6) (1-%(8) , Ns() = N (4-xt8)*

Tpotesi 1: popolazione "bewmes colud, —> {rcquu\%m moontr = N() (onk- d estraree la wrrm)

L) = Nale)™, T B) = 2Nalt)Not) | Tpp ) = ZNaINs(E) -
i (fertilha) mdividui nella generazione T+1
Tpotes: 4: regole d eredtaneta & Mentel, p.e. i figl' diuna coppia (4-ph, 2-4a) sono 507, 1 € 52%.2

I\;ohs{'%; o7n( meontro Tra gtnbﬁpi (j,j) produc w

Nafbrn) = Wy N, )" + 1w 200 )N t) + 4 iy Ne(1)"
N'L“:H) =1 Wn Z.NJ\“T)Nz () + Wy 1”4“’)“3 ®) + 4 7 Ve NZU«‘) 1 i“/za N e )N i)
Ny (++1) = Z wn Ne(8)" 4 Ly Wale)Va ) + viag Na, (£)*

rumero allel A pella generatione T N (k41) + Ny ($+1)

X“«'*‘J\) =
num. 1ot: di allel pella ?&nera}for\e t+1 ZN(t+4)
- 3 _ ’L _
Peto tolassemion : Wy = W, = Wop = w C(kv1) = x(k)" (L XH'))Z __1 x(t) € (0,4]
Wiy = Wo3 = W33 =0 (&) (2~ x(+)) - %)
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LINEARIZZAZIONE NELL'INTORNO DI UN EQUILIBRIO X

%
dx (‘l’.’) = XH,‘) - X o x(t)
{(xtt) = $(=+ Jx(f)) = {(x)+ §|X=;J" (t) + t.0.5. 3_(.4(1:)
(of o o, ° X
oX; 0%, 0X,
afz afz afz y VV’O\")_f;C( J_OLCbb;OLV\C\.
J(X)= |:af:| daX; 09X X, valutands lo, MM'QTW'LIM;O X
oX : : .
’ ) ’ 9| oH‘\‘Q\ne una w\m‘Hf(,L hb‘l'D\
of  of of SR
_axl axZ axnd j(X) - 333—2\)(:;(

SISTEMA LINEARIZZATO

tor = % _F(x),

)-l— J(X)dx 4_% — dx = J(%) Ix

. OxltH) = X (4+1) - X = %(xzf)) % = £(=) + T) Ix(h) + bas. — %

El —s dx (t+1) = J(X)Ix(¥)
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LINEARIZZAZIONE PER SISTEMI NON AUTONONI NELL'INTORNO DI UN EQUILIBRIO (Ul-, >-<—)

Rrfuchetione dall’equilibeio: dx() = xth) =% | duth) = utt)-

%)+ 2 &) 3

_ ot t) 1 tos.

')((x/u) PR+ 9>< (X)) =(%,& i) + B\L (x,u) =(%3) W) & Tos
A (M“) B (nxm)

_d(z &) 4 24 39 Sut) ¥ tos.

3()‘/“) - g(x)u) 5 o) (xu) xH-) + ~ )=t u() J TS
— N
C (pxn) D (pxm)

SISTEMA LINEARIZZATO

teer = w -_:-F(x,u) = }(SZIU)-I— Adx + B Iu 4_{%5\
o
Fdc dxlr) = x(t+4)-X = Hee),u) - % = £(ZT) + Adclr) +BIuf) + PG~

X
y1£) = 9 (e, () = glx,8) + ¢ Ix(t) + Ddult) + %
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LINEARIZZAZIONE NELL'INTORNO DI UN EQUILIBRIO X

VARIETA' STABILE, INSTABILE E CENTRO tc Trn
<Cs n—=1
n~ autovalori con Re(\) <0 t.c., I <4 td. +
Se J(X) possiede { n* autovalori con Re(A) >0 t.c., I >4 td. >é——¢ % n=A
n® autovalori con Re(x)=0 t.c., |2 =1 td. ¢
|

W?* = varietd stabile (dimW3 =n")
WY = varietad instabile (dimW" =n™)

allora nell'intorno di X esistono
WO = varietd centro (dimW©° =n?)

tali che

e sono invarianti (x(0)e W3“? implica x(t)e W49 vt >0)

e sono tangenti in X alle corrispondenti varieta del sistema linearizzato

e la dinamica su W* e su W' ¢& equivalente a quella del sistema linearizzato



LINEARIZZAZIONE NELL'INTORNO DI UN EQUILIBRIO X

VARIETA' STABILE, INSTABILE E CENTRO e Tm +
T N = 1
n~ autovalori con Re(A) <0 t.c., I <4 Ed. ]
Se J(X) possiede { n* autovalori con Re(A) >0 t.c., I >4 td. — n=A1
n® autovalori con Re(x)=0 t.c., |2 =1 td. Re

WS = varieta stabile (dimW?® =n")
allora nell'intorno di x esistono WY = varietd instabile (dimW" =n")
WO = varietd centro (dimW©° =n?)

tali che

e sono invarianti (x(0)e W3“? implica x(t)e W49 vt >0)

e sono tangenti in X alle corrispondenti varieta del sistema linearizzato

e la dinamica su W* e su W' ¢& equivalente a quella del sistema linearizzato

e la dinamica su W dipende invece dai termini di ordine superiore al primo
dello sviluppo di Taylor (O(0x(1)?)) = non pud essere studiata per mezzo del
sistema linearizzato
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LINEARIZZAZIONE NELL'INTORNO DI UN EQUILIBRIO X
VARIETA' STABILE, INSTABILE E CENTRO t e |Tm

f\-: 1
n~ autovalori con Re(\) <0 t.c., I <4 td. +
Se J(X) possiede { n* autovalori con Re(A) >0 t.c., I >4 td. >e——¢ % n=A
n® autovalori con Re(x)=0 t.c., |2 =1 td. ¢
|

W?* = varietd stabile (dimW?* =n")
allora nell'intorno di x esistono WY = varietd instabile (dimW" =n")
WO = varietd centro (dimW©° =n?)

tali che
e sono invarianti (x(0)e W32 implica x(t)e W49 vt > 0)

e sono tangenti in X alle corrispondenti varieta del sistema linearizzato

e la dinamica su W* e su W' ¢& equivalente a quella del sistema linearizzato

e la dinamica su W° dipende invece dai termini di ordine superiore al primo \\
dello sviluppo di Taylor (O(0x(1)?)) = non pud essere studiata per mezzo del J
sistema linearizzato

Conclmsione ; se n'=0 ()7 sdie teréo(;@)) la ﬁeoweh—)a \\ f]//

dele traietovie vicino a X ¢ ben approssimatn da quella
el sistema (ineacittoto
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LINEARIZZAZIONE NELL'INTORNO DI UN EQUILIBRIO X
VARIETA  STABILE, INSTABILE E CENTRO tc. 1Tm 3

n=2
n~ autovalori con Re(A) <0 t.c., I <4 Ed.
Se J(X) possiede { n* autovalori con Re(A) >0 t.c., I >4 td. e,
n® autovalori con Re(x)=0 t.c., |2 =1 td.

W?* = varietd stabile (dimW?* =n")
allora nell'intorno di x esistono WY = varietd instabile (dimW" =n")
WO = varietd centro (dimW©° =n?)

tali che
e sono invarianti (x(0)e W32 implica x(t)e W49 vt > 0)

e sono tangenti in X alle corrispondenti varieta del sistema linearizzato

e la dinamica su W* e su W' ¢& equivalente a quella del sistema linearizzato

e la dinamica su W dipende invece dai termini di ordine superiore al primo

dello sviluppo di Taylor (O(0x(1)?)) = non pud essere studiata per mezzo del
sistema linearizzato

Conclmsione ; se n'=p (SZ sidice '-E”EOC‘CO)) la ﬁcome‘h—}a \
dele traietovie vicino a X ¢ ben approssimatn da quella
del sishema hneacitioto
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LINEARIZZAZIONE NELL'INTORNO DI UN EQUILIBRIO X
VARIETA' STABILE, INSTABILE E CENTRO (n=3)

Sir’?mm (/Che,ari%.",—a{'o 535+tma non linea re
5 = J(x) Sx % = {(x)

J(x)

Im
X
: * Re
X
)
Y
x Re
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LINEARIZZAZIONE E STABILITA'

Le proprietd relative a W3, WY, w? implicano i risultati seguenti
J(x) asintoticamente stabile = X asintoticamente stabile
J(x) esponenzialmente instabile = X instabile

Nota Bene: se J(x) e semplicemente stabile o debolmente instabile
non si puo dedurre nulla a proposito della stabilita di x.

Esempio: crescita logistica: x = r'x(l — >k<) = J(x)= r(l — 2::)

x =0, J(0)=r, instabile
2 equilibri:
x =k, J(k)=-r, asintoticamente stabile

Esempio: sistemi quadratici e cubici:

x=x2, Xx=0, J(x)=2x,  J(X)=0= 2?7 NS S -
=—x%, x=0, J(x)=-2x, J(X)=0=2?? —— ——
=x3, x=0, J(x)=3x%, J(x)=0= ??? B -
=—x3, x=0, J(x)=-3x%, J(x)=0=??? 0

|
f
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