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Formulazione del modello FONDAMENTI DI AUTOMATICA (PER ING-FIS) | FABIO DERCOLE

MODELLO INTERNO: prima formulazione, qui considerata per sistemaSISO(m=1,p = 1)
tc: X =Ax+bu

_ T
cd: x(t+1) = Ax(D) + b u(t) y(t) =c x() +du(t)

MODELLO ESTERNO (ARMA): seconda formulazione, sempre SISO (oppure uno per ogni coppia (y;, u;))
td: yO)+ayt—1D+a,yt—-2)++a,y(t—n) =
Bou() +prut—1) +pult—2)+ -+ Brult—n)

n n

y(t) = — z a;y(t—1i) + z piu(t — i) n e l'ordine del modello ARMA

=0 (con ay, e B, non entrambi nulli)

=1
N~ — (< dell'ordine del modello interno)

AR (auto-regressive) MA (moving average)

A volte e piu utile scrivere il modello "in avanti nel tempo", tanto lI'equazione vale per ogni istante t
yt+n)+a,yt+n—-1D+a,yEt+n—-2)+ -+ a,y(t) =
Boult+n)+piut+n—-—1D)+Bult+n—2)+ -+ L, u(t)

te: yW@®) +a; y® V@) +a, y*D (@) + -+ a, yO(E) = o dk
t) = —y(t
Bo u™ () + B u D) + B u D) + o+ fu@ () | T @
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NEWTON (y: posizione, u: forza motrice)
y(l) — velocita = non riesco a ottenerla come combinazione di y(o), u(o) e u(l)
y(z) — accelerazione = da scrivere come comb. diy(o'l),u(o’l’z) - l(_hy(l) +u)
m

h 1
= a1 = a; =0, fo=0, f1 =0, f =—

m

FIBONACCI (y(t): totale coppie, u(t): prelievo coppie adulte)
y(t) =y(t —1) + (coppie nateallafinedelmeset-1) — u(t—1)
| coppie adulte nel mese t -1

L totale coppie nel mese t — 2 — prelievo a fine mese

byt —2)—u-2)

In avanti nel tempo

yt+2)-yt+1)-y@)=-ult+1)—u®)

= a=-1 a,=-1 F=0 1 =-1 f=-1

Nota: solitamente, ci viene piu naturale ragionare sulla formulazione interna
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NOTAZIONE POLINOMIALE
S (t.c.): rappresenta la derivata rispetto al tempo, s y(t) = %y(t) = y(l) (t)

dk
sy () = —zy (@) =y ©)
Z (t.d.): rappresenta I'anticipo di un passo, z y(t) = y(t + 1), z*y(t) = y(t + k)

simbolo P

™\

td. yt+n)+ayt+n—1D+a,yt+n—-2)+ -+ a,y(t) =
Boult+n)+put+n—-—1D)+Bult+n—2)+ -+ L, u(t)
te: YW +a; y* V) +a, yD) + -+ a, yO(t) =
Bo u™ (&) + B u™ (@) + B uD (@) + -+ B u (D)

py () + ayp™ty () + -+ any () = Bop™u(t) + Bip™ tu(t) + - + Bru(t)
(P +ap™ Tt ) y(©) = (Bop™ + Bip™ T+ -+ Br) ud)
(. Yy V -

X

D(p) y(t) = N(p) u(t)

NOTA: D(p) € un polinomio di grado n monico (coefficiente del monomio di grado massimo = 1)

N(p) € un polinomio di grado < n.
Notazione sintetica: Dy = N u
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MODELLO ESTERNO: D(p) y(t) = N(p) u(t)
N(p)

FUNZIONE DI TRASFERIMENTO (F.d.T., terza formulazione, SISO): G (p) = ——

D(p)

Notazione sintetica: vy = G u

NOTA: cosa significa avere il simbolo p a denominatore?

Intuitivamente: t.c. s~tu(t) = fotu(r)dr e td z7lul®) =u(t—-1)

Ma dividere u per un polinomio in p?

Il significato corretto e in "frequenza": la F.d.T. e il fattore che lega le trasformate di Laplace (t.c.) e Z (t.d.)

diu ey, dove p é la variabile complessa della trasformata, Y (p) = G(p)U(p).
Nel dominio della frequenza, il legame tra u e y e algebrico!

Le trasformate descrivono il contributo al segnale di segnali base di tipo armonico (sin per la t. di Fourier;
exp*sin per Laplace e Z). La variabile complessa p descrive il segnale base (exp e frequenza della parte sin);
il numero complesso U(p) definisce il suo contributo in u (modulo = ampiezza; angolo = fase sin) e G(p) ci
dice come questo contributo viene trasformato dal sistema nel corrispondente contributo a y.

TRE FORMULAZIONI E LORO RELAZIONI .
'F&C'LQ_

mod. interno > mod. esterno > F.d.T.

—  —  =lewl  ~
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DA MODELLO INTERNO A ESTERNO: i due classici esempi

NEWTON

ARMA: y (& 4 %y(l) = %u polinomi: D(s) = s? + %S, N(p) = L e G(s) = !

m ms(s+h/m)

Procedura: sfruttando l'operatore s, I'eq. di stato diventa algebrica!

Vanno eliminate le variabili di stato dalla trasformazione d'uscita, risolvendo le n eq. di stato nelle n
incognite x; in funzione di u.

SXq = X1
SXy = —— Xa+ -~ (S*%)XH;M; T

J g3 2 T gt e 51 2) sl Blyeorh) et 2
FIBONACCI RARAN
ARMA: y(t+2)—y(t+1)—y(t) =—u(t+1) —u(t)
polinomi: D(z) =z>—z—1, N(p)=—-z—1 fdt: D(z) = —Zzz_+zl_1

Ricaviamo il modello ARMA dal modello interno, sfruttando l'operatore z.
ZX4 = X,
T kA
Zxy = Ky r Xy - > 2y = X kX —u —> [2-2-1)x=-U
Y o= Kk X — Y= X+ 22X = (Z2+1) x4 —> wottiphco per (21—2—1)

— (21-2—1))/ = (z+1)(25-2-1) % :’L:(zH) "

— (21—2—4)7 = -(z+1)u
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DA MODELLO INTERNO A ESTERNO: considerazioni generali
px=Ax+bu
y=clx+du
NOTA: grazie al sinsalo p I'’equazione di stato diventa (formalmente) algebrica
OBIETTIVO: eliminare la x daltatrasformazione d’uscita, sfruttando I’equazione di stato

(pl—Ax=bu = x={@L—A)71hu

NOTA: la matrice n xn (pl =

eémpre invertibile perché p € un simbolo
det(pl — A) = M4(p) polinomio caratteristico di A nella variabile p

(p1 - A1 £ CLO

, Cof(p): matrice dei cofattori, Cof;;(p) = (—1)'*/ det
Aa(p)

Cof;;(p) € un polinomio di grado al piun — 1
PRI - (pl — A4)
—> A,y = (cTCofTh + dA,)u (nota: A4 non dipende dalla coppia ingresso-uscita considerata)

—> D =A,eN = N, écorretto? SI'se I'ordine dei modelli interno ed esterno coincidono

NEWTON FIBONACCI
0 4 ] Afp)=p -t (Alp +det(A) o 4

A= h ] AlF) " k(JF i A= AA(F)=F2‘I"1
0 - = p+2P A4 A
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DA MODELLO INTERNO A ESTERNO: considerazioni generali
px=Ax+bu
y=clx+du
NOTA: grazie al simbolo p I'’equazione di stato diventa (formalmente) algebrica
OBIETTIVO: eliminare la x dalla trasformazione d’uscita, sfruttando I’equazione di stato
(pl—Ax=bu = x={@ —-A)71hu
NOTA: la matrice n xn (pI — A) e sempre invertibile perché p € un simbolo

det(pl — A) = A,(p) polinomio caratteristico di A nella variabile p

(o1 - At = SLO

, Cof(p): matrice dei cofattori, Cof;;(p) = (—1)'*/ det
Aa(p)

Cof;;(p) € un polinomio di grado al piun — 1
P S (vl = A)
—> A,y = (cTCofTh + dA,)u (nota: A4 non dipende dalla coppia ingresso-uscita considerata)

—> D =A,eN = N, écorretto? SI'se I'ordine dei modelli interno ed esterno coincidono

NO, se il modello esterno ha ordine inferiore di quello interno. Significa che si riesce a eliminare la x
dalla trasformazione d’uscita con un polinomio D di grado inferiore a A4, ovvero sfruttando soluzioni
x; = (... )u con a denominatore polinomi con solo parte delle radici di A,4.

=) il modello corretto & quello che fa uso del polinomio D di grado minimo

Vediamolo attraverso due semplici esempi
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ESEMPIO 1
+u >.<1 = U - Ky Xy -ky 0O 4 Nota 1: la variabile d'uscita y e la portata

l_i__l X3 = Kyx1 - KoXa |k, -Ke 1o Iuscente dal serbatc:jioI 1. Dbal punto d|i vista fi;iclo,

a portata uscente dal serbatoio 2 e |'uscita de
= Ky X T_ = . . .
Y 7 B ©= [ Ky 0 ] d [DJ sistema, nel senso di acqua che abbandona il

I_Z_J sistema, ma non viene misurata.
Nota 2: la variabile di stato x, non influenza
I'uscita y, quindi ci aspettiamo un modello
esterno del primo ordine.

Invertendo (sl — A) Conti "per sostituzione"
s+Kq4 O C _‘;T s+Ky O SXy = W -RaXy  —> (S+Ky) X 1 u
- = 0 = -
(SI A) “K.' S+K7_ K4 S+K1 le = |<1 ><1 l‘?.xl
)l = KXy — mafﬁ"?'{l‘w per (s+Ka):
A,(s) = (s+Kq)(s+K2) (stKa)Y = Ka(s¥Ra) x4 = Kok
T

NA(S) = CTCO{‘ b+ JAA = |<4<S+|<7.) (S+I<4)>’ = K4 U

N S
D N

Nota 3: D e una parte di A, (le sue radici sono un sottoinsieme di quelle di A,; D divide A)).
Nota 4: La radice di A, che non e in D é radice anche di N,. E' generale questo fatto? SI'

Idea: se, a conti fatti, trovo radici comuni tra N e D, posso eliminarle per ottenere i polinomi corretti?

NO, vedi prossimo esempio
DIPARTIMENTO DI ELETTRONICA, INFORMAZIONE E BIOINGEGNERIA | POLITECNICO DI MILANO



Formulazione del modello

FONDAMENTI DI AUTOMATICA (PER ING-FIS) | FABIO DERCOLE

ESEMPIO 2
l_z—'] ).<1 = U+ KX = Ky Xy -K4  Ke
Xy = - KyXz Tl 0 -Kg
u
Loy 7™ S[w o]
1
Y
Invertendo (sI — A)
S+K1 "'K'L CO_FT S+K7_ K?.
(sI-A) = 0 s+K, | 0 seky
A,(s) = (S+Kq)(5+Ke)
=es. 1

NA(S) CTCO{'le + JAA = K,'(S-l— K’L)

"
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Nota 1: la numerazione dei serbatori e
scelta in analogia all'esempio 1, per avere
ingresso e uscita nel/dal serbatoio 1.

Nota 2: |a variabile di stato x, influenza
I'uscita y, ma non e influenzata dall'ingresso
u. Vediamo questo cosa comporta...

Conti "per sostituzione"
SXy = U+ KXz - KaXy — (S+K1)x1 = WU+ KXy
SX, = KXz —> (S+K)X2=0 %> Xp=0

7 Ka%y L> Xy = —KyXeo |
et D
l X,(t) = X,(0)e .
mothptico per (+Hu)

(s*ka) Y = KKy (5+1K4) XA

N
~

Y,

P
=

Kiyw + KKy X,

mafﬁp'ﬂo‘w per (s+K.):

(s+Ka) (5+Ka) Y = Ki(5+Ky) U + Kake(s+Ke) Xy
“——1’—/

——————

v

A —

Y

D N
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CONCLUSIONI GENERALI

1) L'ordine del modello ARMA (grado di D) e < di quello del modello interno (dimensione matrice A)
Diciamo che D e "contenuto" in (divide) A4, ovvero le sue radici sono autovalori di A.

D<A, Ne¢ NA=CTQ\CTE+JAL\
. -

—
D.R N-R —» R.: polinomio (monico) delle radici "sbagliate"
u
Vale il "contenuto stretto"” (vedi es.1) quando nel sistema ci sono delle variabili di stato [_1
(o loro combinazioni) che non hanno influenza sull'uscita.

Il loro numero coincide con il grado di R.
Si dice che ci sono variabili (o parti) del sistema non osservabili.

y
L2 |

2) Ci possono essere radici in comune tra N e D

~——>N:h~r )Dz:cl‘r

Y~ : polinomio (monico) delle radici comuni | 2
Cio accade (vedi es.2) quando nel sistema ci sono delle variabili di stato
(o loro combinazioni) che influenzano I'uscita ma non sono influenzate dall'ingresso. \\
Il loro numero coincide con il grado di r. | 1_J

Si dice che ci sono variabili (o parti) del sistema osservabili ma non raggiungibili.

Y

3) Le radici "sbagliate" aggiungono delle soluzioni al modello che non esistono nel sistema fisico.
Infatti, il modello ARMA "sbagliato" dell'es.1 ha le soluzioni dell'es.2. Se x,(0) # 0, la sol. non esiste
nel sistema fisico (p.e.:u(t) =0,t = 0, x,(0) =0, x,(0) = 1; la sol. corretta & y(t) = 0).
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TRE FORMULAZIONI E LORO RELAZIONI
Facile

/\

. 4
mod. interno > mod. esterno =

~_ W
Nkt

F.d.T.
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FUNZIONE DI TRASFERIMENTO (F.d.T., ce n'e una per ogni coppia (y;, 4;)))

N(p) n(p) ( c"Cof™ (p) b + dA,(p) >
G = = = =cT'(pl —A)b+d
®) = D) ~ ) 5 o=
NOTA: il modello ARMA d y = nu e detto (per analogia) di trasferimento

coincide col modello ARMA se N e D sono coprimi (senza radici in comune)
zeri e poli: radicidin(p) e d(p). In particolare, i poli sono autovalori di A (non necessariamente tutti!)
grado relativo: v = #poli — #zeri

indicando con n il #poli (sebbene possa essere < ordini di modello interno e ARMA), possiamo scrivere

,Brpn_r + ﬁr+1pn_r_1 T+ et ,Bn—lp + ,Bn (p—z1)(P—23)... ®P—Zn—r)

(; —_ =
() pt+apt 1+ -+ a,_p + ay br (p—p1)(P—-Dp2).. (P—Pn)
NOTA: zeri (pallini) e poli (crocette) possono essere a coppie complessi coniugati Im
. ) w
pe = a+iw = w,e® = w, (cos(8) + isin(H)) \@n|
_SIN
t.c.. smorzamento ¢ = cos(mw — @), pulsazione naturale w,, = |p| a: e Re
(s = pr)(s — Pi) = 5% — 2as + |px|* = 5% + 28 wps + w7 x
. Lo __*h
NEWTON: G(s) = e+ €T nessuno, poli:p; =0 ep, = -

Z+1

z2—-7-1

FIBONACCI: D(2) = —

zeri:zy = —1, poli:p, = (1 £ V/5)/2 (+: sezione aurea)
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TRE FORMULAZIONI E LORO RELAZIONI
Facile

/\

. [~ 3
mod. interno —>  mod. esterno i

K/ W
\W\ 7L0LO|. & /

F.d.T.
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PASSAGGIO DA MODELLO ESTERNO A INTERNO (Realizzazione del modello ARMA)

UN CASO PARTICOLARE: By = 1 = - = [,-1 = 0 (no derivate/anticipi dell'ingresso)

ARMA: [9"7+064P"”1/+~~+ ot} = [

1Y)
Realizzazione "naturale": ;
=Y -/
X4 = = Xq \
pXu =Py U
Pyl ;F \// = X» [2
; n-1 n
Xn—’l :F 7 = XV\
Exn :?WV :-0(4)<y\+-~‘—b(nx'l+ﬂ’n“' CT; E/]O“‘“\g OJ J: O

NEWTON (x; = y: posizione; x, = y: velocita)

o 47 | o / ~ ‘7],[0]
& -"Q“"(’II~ 0",%- / é)— ﬁ”’ /;17
CT:[/( O] CJ:: O
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PASSAGGIO DA MODELLO ESTERNO A INTERNO (Realizzazione del modello ARMA)

Una "ricetta" generale: la forma canonica di ricostruzione

ARMA: (p™+a p™ ™t + 4 ay) y(£) = (Bop™ + B1p™ 4+ + Br) u(t)

0 0 ... 0 -—a, ya
10 .. 0 -a, T
A =01 ..0 —-a, b =y, Che variabili di stato utilizza?
Trasformazione d'uscita: y = z,, + Bou
0 0 ... 1 -—gq Y
Zn = — poU
¢’=[0 0 ... 0 1| d=|s = =y =Fo

Zn1=M@+a)y—(Pop+p)u
zi=@" " T et @y )y — Bop™  H Bp T e+ Br) U

z1 =" P ap" i+ o)y — Bop™ T B A+ e+ B U

NOTA 1: le variabili di stato sono combinazioni di y(t) e u(t) e loro derivate a t.c. o anticipi a t.d., p*y(t)
(p.e., nella formulazione interna di Newton: posizione x, = y e velocita x, = dy/dt).

NOTA 2: Puo sembrare che contengano valori futuri di y e u (t.d. py(t) = y(t+1)), ma non & cosi. Grazie
al legame del mod. ARMA sono combinazioni che dipendono dal passato di y e u. Vediamolo...
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ARMA: (p"+aip™ !t + -+ ) y() = (Bop™ + Brp™ 4+ Br) u(t)

ARMA/p™: (1 + ap™' + -+ app™™) y(t) = (Bo+Bip™ " + =+ Bup™™) u(t)

| - .

Zn =y —=PBou=—(a1p™t + -+ appy@) + Bip~t + o+ Lup™™) ult)
_ ~ _

passato (potenze neg. di p)

ARMA/P™ ™1 (p + @y + app ™t 4+ anp” M)y = (Bop + By + Bop T+ Bp T
kN&/
b ¢
Zn-1= (p+ @)y — (Bop + Bu = —(azp™' + -+ app~ M)y
+(Bop™ 44 Bap™ T

ARMA/p: (13”‘1 +a;pmi 4+ ocn_5+ a,p )y
N = (Bop™ ™ + B1p" % 4 o+ By + Brp” DU

l/ ~—
_ (pn—1 n-2 , .. B n—1 n-2 , .
z;=(p + aqp + -+ an_1)y — (Bop + B1p + -+ frou
—1 —1
=—aup Yy +Bup U
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Verifica delle eq. di stato:

zi=@" " Tt apt i et ay )y

. _._1 N
—(Bop™ "+ BT e Bro) U Ar=|0 10--0 ~An-ird F

O‘""O"vi —0(4 %V)

F’\(n .

\
Xn—A:H

¥

-

—

Vo= Pi- s

=p(P" a2y ) Y —pBop™  H Bip T e+ B U

— (pn—i+1 +a1pn_i tetapipt an—i+1/_ an—i+1) y

—(Bop™ L+ Bip™ T+ e+ PP + Broiva

‘\.__—T __/

o ﬁn—i+1) u

\’\ |
— Up- l+1(ZTl + Bow) + Bn_iv1U = Zj—1 — Ap_jr1Zn + (Bnoit1 — Bodn—i+1) U
- =
, v .
— @ (zy + Bow) + Bru = —anzy + (B — Botn) U n-i+
In
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NEWTON:al =%l A, = 0; ﬁO =0, 181 = 0; .32 =%

A - 0~y | _[0 o L (52}: ;4; 74—0(47 /%u\ frg 4

=
A -, 1 -4 [ ; -—7/4—\_7'

m
EL_:?'—(‘?DM _—:7

[_ 0 1 ] O\r = ()?v =
Nota: le z; di solito non sono le variabili di stato x; scelte nella formulazione interna, ma sono una buona
scelta di stato. Cio significa che c'e un legame lineare invertibile trale z e le x:

: h
2= yrhyaxe e 2 _Tx  To|m ]
2 - yo X —_ 4 1 0
'/U ! X:T < —r— 0_47 o 4
_ h|~
1| ] a-A

La trasformazione z = Tx (T: matrice nxn non singolare) & un cambio di variabili di stato.
Corrisponde ad un cambio di coordinate (di base) nello spazio di stato.

Nota: ci sono quindi infinite scelte di variabili di stato, una per ogni possibile matrice di trasformazione T,
a partire da una data scelta x. A partire da tutte le corrispondenti realizzazioni (A, b, c’, d) si ottiene lo
stesso modello esterno Dy=N u.

DIPARTIMENTO DI ELETTRONICA, INFORMAZIONE E BIOINGEGNERIA | POLITECNICO DI MILANO



Formulazione del modello FONDAMENTI DI AUTOMATICA (PER ING-FIS) | FABIO DERCOLE

FIBONACCI: a, = —1, a, = —1, BO = 0, ,81 = —1, BZ = —1

AM(O ”] bY:[“] Eale) = YIER) + Y [0 - Py lbsr) - ale)
v B = Y(E) - ) + wlt)

C,‘r = o A dr= 0
Lo A o 2t) = Yl -poule) = YW
Legame tra le z e le x (x; = coppie giovani; x, = coppie adulte):

24({') = >/({'+’I) —\/[14)—# uld) = X4(Jc+4)+>w —-(%4-5/{.)) +M
X2 (£) x/()afx/a)_\y(j

2 l6) = Y = Xalt) + xp (¢)

Z- | X 0 Y S I B :[—4 ’\]
— T:[/l /\)J’T’J[-’I 01 1o

4
X= ) 2

= X2 ({:)

Nota: ricordiamoci anche la formulazione con x,;=totale coppie e x,=coppie adulte. Ricavare la T.
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IL CAMBIO DI VARIABILI (DI STATO): interpretazione geometrica

Zz2_ | x

Colonne di Tt 0
L) o

Z=e¢ = |1
0

b

Righe di T: combinazione di x che definisce z;
Y
< - i _fS T i ]‘ X T =
2, _[f\ga\»{ gsima & 1 N
m
Figoe 4-esima CL» T
X . . ‘N
2% Al e di uello i 2, h
,Lﬂg/@( Asa, %\')/J%-,l 10

?j-é ~V2Z4 =

—A

X = ) ! <
A6) 7 '
= X- 1 e '=A2tsimn colonna & T = .
' VErsore (SSe Z 4 } e
spreso nells i
coorJ,{nm"’Q X

NEWTON:

_.4 O

A -

X1
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COME CAMBIANO LE EQUAZIONI DEL SISTEMA

pz = [px = T(Ax#lau) - TATJ% + Thwu

——
‘\'—4 A i
>/= CTXA-A\L:CT%-‘-JU\ A B
e —
~ Y
c

Nota: calcolando il modello ARMA o la FdT a partire da queste equazioni (con le matrici "tilde"), si ottiene
lo stesso risultato ottenuto con le variabili x (con le matrici A, b, c’, d).

)—CT(p >(9+4
Zep) - m‘“(_@_jﬁlj TLrd = T GT-aT T = 60)

(T(pT-A)T") = TGI-A)" T

In particolare i polinomi caratteristici di A e TAT! coincidono (sono matrici simili).
T‘:T-1
-~ - — ~1 )
Dz (p) = deb (PT-TAT) < det (TI-A)TT) | () et (FT-2) 4T -
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RIASSUMENDO...
MODELLO INTERNO (per sistema SISO):
tc: X=Ax+bu

— T
vd: x(t+1) = Ax(D) + b u(t) y(t) =c x(t) +du(t)

MODELLO ESTERNO (ARMA):

" +ap™ Tt 4t ay) y(©) = Bop™ + Lip™ T+ e+ Br) u(t)

~—— — Y

D(p) N(p)
FUNZIONE DI TRASFERIMENTO (F.d.T.)

N n cTCofT(p) b + dA
D(p) d(p) Ay (p)
TRE FORMULAZIONI E LORO RELAZIONI Tacile
mod. interno —>  mod. esterno bara F.A.T

\_/ W
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